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'*Velé optimatiaeringsproblmen isunnen worde) geformuleeggl g:l.u
: umair progrmar;luqsprohleem.

RN R AT

)

~ Door de ontwikkeling van oploningstechnioken en- computerprogram-q;
' Amav 8 is het &plouen van ean LP probleem. ’binnan zekere grenzen.m

8

.'Lige P pro‘bieem: i

: Q"u"
},

s f}f maximaliaeer i

v

ti;i".ooo’m)."e‘

.

j = EQhBQI (j".ooc.n1)'

w‘.l

;<(5'1.;03n)0

| © Dit probleemihout aen nuiver geheel‘bu.llig LP probleem als ng=n,
" gemengd als 1 Soy o<l
Het LP problqom dat uit hut gehaalta.lliga probleem ontataa.t door

el ,weglating va.u de voorwwdon ( h) heet da uontinue vernie van het




"

De klasse problemen die als geheeltalllg LP probleem kunnen worden o

'geformuleerd is zeer 'groot. ; N
" 'Het is dan ook n1et verwonderlljk dat al een groot aantal oplossings-

:}.technleken is voo;gesteld. o '
?kae moezlljkheld 1? eff1c1ente en betrouwbare methoden te v1nden.

0

1 ;

ﬂ‘ Een goede aigorltﬁme die. rout1nematzg -voor elk. geheeltalllg probleem

bruikbaar. is wordt wel als een moderne versie van de 'steen der g@

wijzen' beschouvd. Vandaar dat veel sandacht asn geheeltallige pro- - .
blemen met een speciale structunr wordt besteedt.

Noch de algorlthme van Land en Do1g, noch de algor;thme van Dakin
. maken gebru1k van{de structuur van het LP probleem, en zijn in.

- principe voor elk;geheeltalllg Lp probleem bruikbaer. Voor een gege- ~‘w
‘ rven probleem kanfde hoeveelheid rekenwerk echter onultvoerbaar groot

i

¢b113ken te zlan. f

o 'kBelde algorlthmen trachten de op10531ng ven het gestelde probleenm "@W¢ g)#f
"‘f,,ﬁ te vinden door een e;ndlg aental continue problemen op te lossen. f‘ifﬁﬁfﬁfij .
4. Deze deelproblamey zijn zodanlg gedefinieerd dqt ‘de algorithmen - ’

"¢\ b;jzonder goed als recursxeve proegdureaAkgnpen,worden geachxeven;x2gff

vt



- 24 Recursieve rocédures.z,u W T P

1

Jf,;f Een algcrithme of procedure is een rekenvooreehrift waarvan is be~_g
- vesen dat het 'tot het gevrasgde resultast leidt,
f][3k Doorgaans wbrden de berekbning&n in een aaﬂtal stappen uitgavoerdg}g
' De in elke sbép uit e voeren berekeningen worden door het voore
. sehrift gegeven. Elke step kan dan ook als afzcnderlidka procadura
_ worden heschogwd, . " L 7
© Veelal is het|al dan niet uitvoeren van een ntap afhnnkelidk van
. in eerdere stappen varkragan resultaten. De algorithmu bcvnt dan
,"3‘{~vooruchriften van het typez s

'aln dit, ga dan verdar bij uta@ aus'

»'ale dat. ga dun verder bij ntap o ',

T‘;Vhelal hevaﬁt@n de. vbornchriftan4vocr het $i£v°eren van een stap
de opdraeht efn proeedure uit te voeren wa?rvan slechts de naam -

wordt gegeven, bijv. t bereken de #inus van x. Er is dan aangeuamen,??ﬁﬁf

dat de uitvoerder vah de alsorithme over een procedure ter bereke
ning van 'de ainun van x’ beschikt, C .

b

| cr'f; Het'bijﬁonderé van'réuursiévé‘proceduren 18 dat minstens een van aa:

: uitvoeron ven, diezelfdu prceedure bevat.

, - f
ot ) . - )
S0 Op het aerste'guniaht‘lidkt«hat cnmogelidk'aan procedure op GON= 1
“ii Qk‘-f ‘recte wijze in 'door zichzelf' te laten definieren. Een algorithme g '
. is echter sen methode voor het oplossen van een bepaalde klasse

- 8@ op te losskn met bahulp van de oplousin ven een ander probleem .

',3'danig is dat alk oorpsronkalidk probleem tennlotte gereduceerd
- wordt tot een probleem waarvan de oplossing trivianl is, kana\v -

ﬁ‘;j Rccursiava definitia en uirkal derinitie u%dn uieh 1dantiuk.5,;{]{';; i

N

)l - stappen’ wnardbor de procedure is gederinieérd ‘aen opdranht tot het ﬁﬁff f

, “jproblamen. heé is vaak mogelijk een gegevsn probleem uit die kilssw E*Tﬁfll

O uit diezelfda;klanse. Als de definitie van dat andere probleem nau ffﬁf{y a

' van het verband tussen die problemen gebruik worden gemaaltt., if‘w o8




‘lledlge 1nductle wordt gebrulkt. ‘ Ty

Bln,m) = (;)ido?fgaans gedefinieerd als

'godat

A, kenvoorschrift ﬁer berekening van B(n,m).

De\barékenihs vqn B(S,S)Lkaﬁﬂhqlnls»volgt wdr?§n v6orgg8teld=ve;~7~

wle

i , n
Het is niet moeilijk in te zien waarom voor het'bewijzen van, de

B

juzsthe;d van eén reeursieve procedure vaak het principe ven vol- "

o
}

)

Voor n > n > 0, met m en n geheel, vordt de binomiaal coefficient
N ! : : : o . SN o Dan

. o P
m m! (n-m)! ’ )

(wtt)(ws2)oss(nedn

o

B(n,m). = ;
' 1.02o3-00 (n-fm)

i
)
'
.
|
|
!
i

' hetgeen to}. een zeer eenvoudig rekenvoorschrﬂftVleidt,.
Wegens o FEE |

(B = (2h s 5 voor 0 <m <
, Voo

en «~;;_(n).,}(n) -1 , .
kan de: b;ndmlaalcoefficient ook recurslef wordan gedef:nieerds

v

o

L
: (lalsm=0

Blnm) = qJ1alsn=m. ¥

B(n-1,m-1) + a(n-1,m) andgrs;; 

t

Deze recursieve definitie geeft aanleiding tot een racuralef re-

5 \-‘ : ‘r,»foi‘:
%




B<3.5>

+

. waarin o + a kan worden geinterpreteerd als: de opdracht a te berekeny"f“f
nen lezdt tot de opdracht 8 te berekenen. -

-
o

w

De wdarde,van,Bgs,s),wprdt als volgt verkregen!
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llet continue LP, probleem x
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Togvoeging van @en of .meer voorvaarden
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(5)

.(3)

(1)

(6)

(3)

(1)

aan probleem (1). (2), (3) leidt dus tbt een nieuw probleem, van
hetzelfde type, maay iu mindar variabelen eh met gevijzigde reche

terleden.

Het coutinue LP prableem

maximalisgar
. )
' !

z ty Qd 5

d“1

oy



i it ). “i:)x.j K bi_, e ";M", (2)
'  q?ﬂfﬁz f;;‘; Xy zgatﬁyfav«~{;§mg chee(3) o

""ia equivalen& met»lﬂ;a‘A
nexinalisess 5 =) % M

ondexr e : e
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Toevoeging van een of meer voorwnarden

1 . g L)
+

51"" “5

aan probleem (1), (2) (3) leidt dus slechtn tot wijziging van de
reehterledenr

Voor de aploaaing van heh uxtgdbreide Lp prcblaem is het in beida S
gevallen kennalijk niet nodig de nieuwe voorwaarden uls nisuwe

‘T‘riden aan het simplex tableau boe te voegen. :
‘ . - A

L
;

Ook toevoeging van voorwanrden

behoeft niet tot uitbreiding van het tableou te leiden. Er is een |
variant op dP simplex mathode waarin deze 'upper bounds' op apeeim L
;xale widma wordan behandalda , »*‘.W;;£51,

%
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In beide algoritimen worden voorwaarden;van bovenstaande typen aan
het continue probleem toegevoegd, geliakheden bij Land en Doig,
éngelijkheden biq Dakln.

| ' .
Is een LP prubleem‘opgelost‘en vorden daarne voorwasrden van bovene

staande typen toegevoegd den kan de gevonden basis van het 6ngewijw‘

zigde probleem als uitganglpunh dienen voor het oplosaen van heb
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h. Globale omschr13v1ng Van de algorlthmen.

o op yz(y3) en pas later op yj(yh) gefixeerd. De keuze eerst y2 of y3

L hengt af ven z (ya) en z (33)

DN

| Als de continue versie van een geheeltallig pfobleem onoplosbaar is

B . dan is het geheeltallige probleem onoplosbéar,

 Wordt een variabele X, ( 1 < Jl < n, ) op een ‘gehele waarde geflxeerd

: 1
dan ontsteat een nieuw geheeltalllg (of contlnu) probleem.

- In elke ultvoerlng van . de algorlthme ven Land en Doig wordt een varia-

" bele gekozen en achtereenvolgens op verschlllende gehele waarden

“zelfde proces toegepast. Het zou we1n1g efflclent zijn achtereenvol-
- gens de waarden 0, 1y a, +es BAD de gekozen varlabele toe te 'kennen,

kksh;Land en Doig stelden het volgende procede voor.

;”Vfleeer de varlabele achtereenvolgens op zodanlge gehele getallen
dat de optlmale z-waarden van de contlnue versies van de lebe“ﬂ””"

4

‘<~;horende nleuwe problemen niet stlagen. e ~~*y.

- e mmm. ---" o -

o y >

Ter uitvoering van dit voorschrift wordt eerst de continue versie
van het, probleem opgelost. Zij x de waardeuvan de gekozen varisbele

x in deze op10881ng. Zij z (¥) de optimale z—waarde van de continue

versie van het probleen dat ontstaat door de voorwsarde x = ¥y toe
te voegen. A;s Yy ¥, % Xxenxs Y32V, dan geldt zh(y1) < zh(ya) .

respectievelijk zf(yh) (y3) De gekozen' variabele wordb dus eerst

o

LI S

In de situatie die 1n de flguur is weergegeven zou de'Vnrlabele ach— ¥i
: tereenvolgens op de maarden I, 3. 54 2, 1,\6, 0, 7,*8,... worden ge~

- gefixeerd. Op elk van de nleuwe problemen d1e zo ontstaan wordt het-

¥




o

gefixeerd.

Ook de algorithme van Dakin Bégint met ﬂé op}osning‘van de continue
versie van het ﬁrobleem. De gekozen variabelq wordt echter niet ge-
fixeerd maar beérensd. Zij g = het grootste gehele getal < X,

h = het kleinste gehele getal > X, (x + geheel) In de optimale
'oplosslng van het geheeltalllge probleem is dan san juist &én van de . .
ongelijkheden x < g , 22> h vuldaan.

Door de twee voorwaarden achtereenvolgena aan het probleem toe te
voegen ontstaan twee nieuwe problemen waerop hetzelfde proces wordb
toegepasnt . ’ )

In de oplossing voor de continue versie van de nieuwe problemen zal
gelden x = g reapecbievelidk x = h, De volgorde waarin de ongelijke
heden worden toegevoegd wordt bepaald door z (g) en z (h)

In de situatie die in de figuur is weergegevan zou eerst de vooru't

- waarde x 2 h en’ daarnu de voorwaarde % <3 worden toegevoegd. .
En g ‘ ) 1 . .

4
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5. De slgorithme ven Land en Doig

. Ter beschrijving van de algorithme'wordén de termen 'glbbale' en

locale' grootheid gebruikt. De globale grootheden zijn in elke
_uitvoering van de algorithme beschikbaar en kunnen daar van waarde.
. 1‘veranderen. De locale grootheden zijn per uitvoering gedefinieerd
'"7 =ep uitsluiténd in die uitvoering beachikbaa%.

In deze metho@e wordt een toegelaien oplossing van het geheeltale
.. lige LP probleem gezocht. Is zo'n oplossingrgevonden dan wordt een |
.betere toegelaten cplosslng gezocht ete. Ala geen betere oplassing
kan worden gevonden isg de laatat gevonden oplosamng opt;maal. >

Definieer;dé'globale”grochheden:

en
.waarbij ° ;
R T xj = waarde van s in beste tot nu toa gevcn- RN
LI v s i ‘ ’ e
- ) den oplosslng,‘ PR e 5(: e L
! w B £ S T :
z = z CsXs .o ;
. , L g= 9 TS

“Zolang geen toegela&thSp}ﬁaéiﬁg bekend ig?kan:“
?#7?;é;§ ) xg*, - ! (J = 1,00,n)
 \ worden gesteld‘ ~»-‘; ‘ |
’w?;Iu de. volgende beschrzjV1ng‘stelt P " het geheeltallmge probleem ;

)

0 |
. axinaliseer L b oesks
ey B Y
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, <\ °ndet 's n S o '5;
Y gy gy Sty shem), ()
‘; ‘y"d = goneel  (3=t,.m), "(.u)» |
B T ' | (s
'kx.j 3;0 o :(ééi,;..n)', | (3)  ~;}‘Y

voor en P, de continue veraie van PB"

‘z(P ) sthlt de optlmale waarde Van de obaectfunctie van, P voor, kies

"ﬁ e z(P ) = ww ‘als P, onoplosbaar.

NI |
; 7&‘?{:’ o \ : Sta.n 1 f - ‘ :
B Y- P, op. : : -

Is P, onoplosbaar, of é(P ) < 2, ga verder bij stap T.
Als P een onbeperkte oploesing toelaat is het probleem vermoede.
1ijk verkeerd gedefinieerd, bedindig alle berekenmngen. ‘

Stap 2
4 Xy = §5 (5~1W};,n)’ de'gevonden oplossing van P, .

Als een 1qdex jo bestaat met 1 <jo Sn, waanvoor xjoﬂ geheel ga
dan verder bij stap 3.
Nu is x‘,j = gehedl voor j = 1,..,h1, dus is eeh nieuwe oploasing

. van Pg gevonden. Vervang de huidige vaarde van x door xj, bereken

de nieuwe waarde van z' Ga verder bij stap T. N
!

Stag 3 ) J ,

!
‘Kes een index v (1 v <zx) waarvoor x ¥ geheel, bij voorbeeld
een index waarvoor de afatand tussen xj,en het dxchtst bij zmdnden
gehele getal maxlmaal iss :

maximin mnm B R A

.§5;+ 89hé91;7¥f1~ § iﬁ\

. Avil
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v is een locale grootheid.

’?unctle niet toenemen.

‘ Vermlnder de huldlge waaﬁde van 31 met 1{‘

thdwverder bij stap h}t

g .

‘Hierin stelt [x] het grootste gehele getal ggk»voof.‘ (Deﬁenmier van
. x). ’ s ’ - A  /; ' v ‘:‘\ ; '

Definieer; de locale grootheden.

T

2= e (B k= g) 5 =5 (R %, =g

Staep L. .

Als z, < 2 én zr"_<_ 2 ge dan verder bij step T.
Deze regel is gerechtvaardigd door het feit dat z, en 3, boven- .
schattingen zlan voor de optimale waarde van Pg.

Door nog meer varlabelen op een geheeltallige waarde te fmxeren of

met X nog verder van x af te wijken kan deiwaarde van de«dbject-

Ms z, > 2, ga pan verder bij stap 6.
Step 5 -

Los, vie de methode van Land en Doig, het'probleem (Pg,

3
'

De nieuwe uitvoering ven de algormthme heeft (P > X, gl) als
'oorspronkelijk’ probleem. dus als PG. Ne, voltooxng van die bere-

‘ keningen wordt de algorithme op dit punt van de huidige uitvoering - e
voortgezet. ‘De -locale: grootheden van de huidige umtvoerang z1gn onge- gffx

wijzigd beschikbaar.

Indien g = 0 vervang dan de huidige waarde van 2 door -§. §;,fif'

 ‘Indien gl > 0 vervang dan de huidige wearde ven zlldoor «‘,5;¥"ff;f’"”\

%, =g)op




mﬁwfm&m e RN £ : . i‘?‘?..:
Step 6 b
Los, via de methode van Land en Doig, het probleem (Pg' x‘; = gr) op.
Vervang de huidige waarde van z door z(P s X _= 8, + 1), vermeerder “
de huidige waa.rde van g met 1. :
Ge verder bij stap b. C . koS
Sta L , IR S
‘ 1
E:Lnde van deze ultveermg van de algorithme, De berekeningen worden
' voortgezet in stap 5 of stap 6 van de u:.tvoern.ng waar:m opdrachb
werd gegeVen tot- de huxd:.ge \utvoenng.; ek X ,: RETpCE
. ‘,' n', 2 A
i { )
\%_;;‘ R

it




G De algorithme van Dakin o [ oA

‘L.)‘

De inleiding voor deze alsorlthme is 1dent1ek aan die voor- de
methode van Land en Doig. ‘

gtep 1
Los P, op. :
Is P onoplosbaar, of z(P ) < z s &8 dan verder bij stap 7.

Als P een onbeperkte oplosslng toelaat 13 het probleem vermoedelaak.f‘ i

A,

verkeerd gedefinieerd, beelndlg alle berekenlngen.

t

Stap 2
Zij xs =%, (j= 1, Jeeyn) de gevonden oplossing van Pi.
Bestaat een Eso * geh¢el met 1 £ jo < n, ga dan verder le stap 3.

Is xj = geheel woor J =1y iy nl, den is een nieuve op10831n3 voor: H

P, gevonden, geef xj (§ =1y veey n) en 2’ nieuve woarden, ga -
verder bij stap, T. Sy .

Stap 3

Kies een index v (1 L v < n ) waarvoor x + geheel.,,

Deflnleer de locale grootheden
g’l = [;V] - , grha g * 1s : . .

z(Pc, xv.;_gl) P =_Z(Pc’ x§_3rgr),' :

‘“ y(’

i

Ms z, < 2 éx} 2. % 7 ga. den verder bij stap Tv s
Als 3, >‘zl_ga’dan verder bij stap 6. o

Stap 5 B , o v o
Los, via de methode van Dakin, het probleem (P » X, S gl) op.

{ i

Vervang de huldlge waarde van zl door 00,

- Ga verder le stap by




-16= -
Stap 6 B ' o ’,‘ ' ‘ }
Los, vie de methode van Da.kln. het- probleem (P » %, 2 g ) op.
Vervang de humd:.ge waarde. va.n z door - g R
Ga verder bij ata.p by o ‘ s
.s-'-b-%.l B 5 i 2L
! Einde van deze uitvoering.’ . |
;‘Ag
| .
i .
i
! 3 i .
) \‘




\ d. Vergelijking van- de: algorithmen'

e

'}j‘Hieruit volgh, dat de diepte van de recursie bij Land en Doig

' wordt het grootste deel van.de rekenplad aan dit verifieren van de.

e

De twee algorlthmen stemmen- op zeer veel punten overeen. Het essen~
tiele verschil is dat bij Land en Doig de gekozen variabele wordt
gefixeerd op een gehele : waarde, terwijl bij Dakin de gekozen .-
variabele doo} een geheel getal wordt begrehsd. ‘

" meximaal nﬁ is, terwijl de diepte voor Dakin onbepaald is.
"~ BElke ultvoerlng van de algorithme van Dak1n leldx tot hoogstena twee
_ nieuwe uitvoeringen, met respectlevellak xv < 8 en x g v

~f'Elke u1tvoer1ng van de algorithme van Land.en Doxg kan tot een- groot
aantal. nleuwesumtvoerlngen 1e1den. ‘ “‘} .

1 Lo E N

'f Als de pngelijkheden,(a)'de voorwaarden

i : xj':?"] (J =1, '-.p” n1) k « »
‘ pevatten zijq'de twee algorithmen’identiek} 

\ o

 Het blijkt déé door beide algorithmen een optimale oplossing van het .
geheeltallige probleem.vaak vrij snel wordt gevonden. Een gevonden 
oplossing mag echter pas als optimeal worden beschouwd als het zoek- -
‘:proces naar een, betere oplosslng geen resultaat geeft. In vele gevallen

:.reeds gevondgn optlmale oplossmng besteed. Een mo@ellake verklarmqg
',‘voor dyb verschaansel wordb door het volgende voorbeeld segevena
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8. Voorbeeld. . " R SRR I 1
Maximaliseer ' - " = :itilioy X' Xe oy R

 onder = " iifi

: = 1) 44-0:;,’ n) 4_".;“’~::3.,~

] = ,1,;"00’ n). ~D

| H )
- en IR S L . z 8. X ib._% (i =v1’: ‘..,’ 2n) o .”’;j;“;:
W&&I‘bij = . S aij =‘i1 : (vj B 1y ooy n') iy g

en (ai&, y ain) alle combinaties van +1 eq f1,doorloopt.

" b, = het aantal a, . = +1,
) i !
_ i 6 els a,, =1
Definieer . u, . CW
) J 1 eals a., = .1
: ij

dan is er een &8y €énduidig verband tussen de 2" en de hoekpunten,
van de n-dimensionale eenheidskubus. K

Voor elke voorwearde geldt dat het erbij behorende hoekpunt niet
aan de voorwaarde voldoet terwijl de andere hoekpunten wel voldoen.

‘Door n-1 verisbelen te fixeren ontstaat daarom een probleem in-

8én veriabele wasrvan de continue versie oplosbaar is.

Pas door de resterende variabele te fixeren blﬁjkt dat er geen op- e

lossing is. ' ‘ ,
I e . \\

Dit betekent dat Jbeide algorlthmen alle 2" hoekpunten onderzoeken
; alvorens het resyltaat onoploébaar te geven. |

'

In het algemene geval zouden dergellake 81tuax1es voor kunnen komen:ﬂv .
~nadet een aantal variabelen is- geflxeerd en 2pw my waarln p = ‘
, het aantal nog n1et geflxeerde,lnteger varlabelen.i,
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